Granica funkcji — asymptoty wykresu funkcji

Definicja 8.
e Prost3 x=a nazywamy lewostronng asymptotq pionowq krzywej
o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy:

lim f(x)=—0 lub lim f(x)=+o.

x—a
e Prosta x=a nazywamy prawostronng asymptotg pionowq krzywej
o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy:
lim f(x)=—c0 lub lim f(x)=+o0.
xX—a xX—a
Mowimy, ze prosta x=a jest obustronng asymptotq pionowq krzywej
orownaniu  y= f(x) wtedy, gdy jest ona asymptotg pionowa lewostronng
1 prawostronng danej krzywe;.
Definicja 9.
e Prosta y=qg nazywamy lewostronng asymptotq poziomg krzywej
o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy:
lim f(x)=gq.
A
e Prosta y=g nazywamy prawostronng asymptotq poziomq krzywej
o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy:
lim f(x)=gq.
X—>+0
Mowimy, ze prosta y=gq jest obustronng asymptotq poziomq Krzywej
orownaniu y= f(x) wtedy, gdy jest ona asymptota poziomg lewostronng
i prawostronng danej krzywe;j.
Definicja 10.
e Prosta y=mx+n,gdzie m#0 nazywamy lewostronng asymptotq ukosng
krzywej o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy:

liI}1 [f(x)—(mx+n)]=0.



e Prosta y=mx+n, gdzie m=0 nazywamy prawostronng asymptotq
ukosng krzywej o rownaniu y = f(x) wtedy, gdy:

lim [f(x)—(mx+n)]=0.

Jezeli prosta y=mx+n jest asymptotg uko$ng lewostronng i prawostronng

krzywej o réwnaniu y= f(x), to mowimy, ze jest jej asymptotq ukosng

obustronng.

Twierdzenie 3.

e Jezeli istniejg granice wlasciwe:
m= lim S

Jim = i nleilzlw[f(x)—mx],
to prosta o ré6wnaniu y=mx+n jest asymptota ukos$ng lewostronng
krzywej y=f(x).

e Jezeli istniejg granice wlasciwe:

m= lim&

i n=lim [f(x)—mx],
X+ X X—>+0

to prosta o rOwnaniu y=mx+n jest asymptota uko$ng prawostronng
krzywej y = f(x).
Ilustracjg pojecia asymptot wykresu funkcji jest rysunek 6.

x =1 —asymptota pionowa obustronna

y=0 -—asymptota pozioma lewostronna

y=x—1 —asymptota uko$na prawostronna

Rys. 6. Ilustracja pojecia asymptoty wykresu funkcji

Obrazowo mozna powiedzie¢, ze pewna prosta jest asymptotg danej krzywej,
jezeli ta krzywa ,,zbliza” si¢ do proste;.

Uwaga. Jezeli krzywa posiada asymptote poziomg danego typu, to nie trzeba
juz szuka¢ asymptoty ukosnej tego typu.



Przyklad 2. Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji:

2

a) f(x)=x 1, b) f(x)=x-2arctgx.
x+2

Rozwigzanie.

a) Aby wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji obliczamy granice tej funkcji na
krancach dziedziny. Tutaj dziedzing jest D, =R\{-2}, zatem be¢dziemy

oblicza¢ granice w punkcie —2 (aby zbadac istnienie asymptoty pionowej) oraz
w —ooi +oo (dla asymptot poziomych i ukosnych).

* Asymptoty pionowe.

Poniewaz:

_oxt -1 + Xt -1 +

lim =|—|=—-o0 oraz lim =|— =400,
=2 x+2 0 =2 x+2 of

zatem prosta x=-2 jest asymptotg pionowg obustronna.

e Asymptoty poziome.

Poniewaz:
X1 1
x2 -1 o0 vy = —00
lim =|—|= lim *—* = lim X | — =,
x>-0 X+ 2 0 x>0 X 2 x> 2 1
RO 1_}_*
X X X
X1 R
) AL _=
hmx lzz—hmx X — lim x=+;.o=+oo,
x40 X + 2 0 x—>+0 X g X—>+00 14+ 2 1
X X X

to krzywa bedgca wykresem naszej funkcji nie posiada asymptot poziomych.

o Asymptoty ukosne.

Poniewaz:
x2 -1 1 1
Y 2_ 2
m=tim L9 _ fy 22 _ iy X =[2}=lim -1,
x>0 X x—>—0 X x——0 x° 4+ 2x 00 X—>—0 142
X

-1 x(x+2) |
x+2 x+2

2
n= lim [f(x)—mx]= lim [x _l—sz lim{

x—>-o| x+2 X——w0



L)
- lim _1_2’6:[3}: lim X =2,
x>0 x+2 2

zatem prosta y = x —2 jest asymptotg ukosng lewostronng.

Analogicznie (obliczajac w taki sam sposob odpowiednie granice w +o0)
mozna wykazaé, ze prosta ta jest rowniez asymptotg ukosng prawostronna,
a co za tym idzie jest ona asymptota uko$ng obustronng.

b) Dziedzing funkeji  f(x)=x—2arctgx jest D,=R. Stad od razu
stwierdzamy, ze wykres danej funkcji nie posiada asymptot pionowych.

e Asymptoty poziome.

Poniewaz:
. s
lim (x —2arctg x) = [—oo -2. (——ﬂ =—0,
X—>—00 2

lim (x — 2arctg x) = {+oo -2 g} =40,

X—>+00

to krzywa bedgca wykresem naszej funkcji nie posiada asymptot poziomych.

o Asymptoty ukosne.

Poniewaz:
= lim f(x) _ lim x —2arctgx _ lim (1_ Zarctng:[l_—_n} _1,
x—>—0 X X—>—00 X X—>—00 X —00

n= lim [f(x) - mx] = lim (x —2arctgx — x) = lim (2arctgx) =17,
X—>—0 X—>—00 X—>—00

zatem prosta y=x+m jest asymptotg uko§ng lewostronng.

Podobnie:

m=tim L) ji 2B (1— 2”“ng=[1—£} =1,

Xx—>+o X X—>+00 X X—>+0 X 400

n=lim [ f(x)—mx]= lim (x—2arctgx —x) = lim (-2arctgx)=—7,
X—>+00 X—>+00 X—>+0

a stad prosta y=x-—m jest asymptotg uko$ng prawostronng wykresu danej
funkcji.



Zadania do samodzielnego rozwigzania

Wyznaczy¢ asymptoty wykresu funkcji:

4. f)=223 48. f(x)=x———,
x+2 x—4
3t +x+2 X +3

49. f(x)=——, 50. f(x)= ,

f== S =5

51. f(x)=3x+arctgx, 52. f(x)=x+arcctg§.
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